A haromszog keriilete és teriilete
(Obvod a obsah trojuholnika)

D. Harom nem kollinearis pont (nem egy egyenesen fekvd) haromszoget alkot. Ezen pontok (A, B, C) a
haromszog csucsai.

a hdaromszog oldalai (a, b, c) — a csucsok 6sszekotd szakaszal

a haromszog belsé szogei (a, B, v) — az oldalak szdge, ahol a szogtartomany a hdromszog belseje

a haromszog kiilso szogei (o', B', v') — az egyik oldal és a masik oldal meghosszabbitdsa altal bezart szog
(kiegészitd szog)

az oldalak felezdpontjai (A', B', C")
sulyvonalak (ts, 1v, tc,) — az oldalak felezOpontjait a csucsokkal 6sszekotd egyenesek
a hdaromszog sulypontja (kézéppont) (T) — a sulyvonalak metszéspontja



a haromszog kozépvonalai (D, Db, Pc) — az oldalfelezoket Osszekotd szakaszok: parhuzamosak az oldalakkal és
feleakkorak = az AC'A'B', BA'B'C', CB'C'A' négyszdgek paralelogrammak, melyek teriilete egyenld
C

a haromszog magassdgvonalai (Va, Vb, Vc) — a csucsokbol a szemkozti oldalakra bocsajtott merdlegesek
a hdaromszog magassdagpontja (ortocentrum) (V) — a magassagvonalak metszéspontja
a magassdgvonalak talppontjai (Ao, Bo, Co) — a magassagvonal és az oldal metszéspontja

az oldalak felezomerdlegese (0q, Op, Oc) — az oldal felez6pontj aban huzott merdleges egyenes



a belsd szogek szogfelezdi (tengelye) (0, 0, 0,)
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T. Barmely haromszoghoz 1étezik beirt €s kortil irt kor.
A haromszogbe irt kor az haromszdg mindharom oldalat érinti. Ezen kor kdzéppontja a szdgfelezok
metszéspontja (S.). A beirt kor sugarat p-val jeloljiik.

k,
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A héromszog koré irt kor athalad a haromszog cstcsain. Ezen kor koézéppontja az oldalfelezd
mer6legesek metszéspontja (So). A kortl irt kor sugarat r-rel jeloljik.



A haromszoghoz irt kor (mindharom oldalhoz 1étezik — Gsszesen 3) érinti a haromszog egyik oldalat és
a masik két oldal meghosszabbitasat. Ezen korok kozéppontja az egyik belsd- és a masik két kiilsé szog
szogfelezdinek metszéspontja (Sp1).

T. (haromszog-egyenlbtlenség) A haromszog barmely két oldala hosszanak 6sszege nagyobb a harmadik oldal
hosszanal.

a+tb>c a+c>b b+c>a
T. A haromszdg belsd szogeinek dsszege 180°.
a+p+y=180°

T. Egy haromszdgben a nagyobb oldallal szemben nagyobb szog talalhato.
a>b=a>p
T. A haromszog barmely kiilsé szoge egyenld a masik két belsd szogének Gsszegevel.
a=p+y
T. A sulypont a sulyvonalakat harmadolja — két harmadra (a hosszabb rész — a T-t6l a csucsig) és egy harmadra
(a rovidebb rész — a T-t6l az oldal felez6pontjaig) — aranya tehat: 2 : 1

a haromszogek osztalyozasa belsd szogeik alapjan
hegyesszogli haromszog (ostrouhly trojuholnik) — minden belsd szoge 90°-nal kisebb (a V magassagpont
belsé pont)
derékszogli haromszog (pravouhly trojuholnik) — az egyik belsé szoge 90° (a V a derékszodg csucsa)
tompaszogii haromszog (tupouhly trojuholnik) — az egyik belsé szége 90°-nal nagyobb (a V kiilsé pont)

oldalak szerinti osztalyozas
altalanos haromszog (vSeobecny trojuholnik) — mindharom oldala kiillonb6z6
egyenld szart haromszog (rovnoramenny trojuholnik) — van két egybevago oldala: szarak (ramena); a
harmadik: alap (zakladna)
az alapon fekvo két szoge egybevago; a szarak szoge eltér
egyenld oldalu (szabalyos) haromszog (rovnostranny [pravidelny] trojuholnik) — mindharom oldala
egybevago = belso szogei is egybevagodak (o= =1y = 60°)



1. altalanos haromszog

o=a+b+c
S:%:_b'vb:ﬂ
2 2 2

szogfliggvényt alkalmazva az ACAo derékszogli haromszogben kifejezziik a va oldalt — ezt behelyettesitve a
teriilet alapképletébe, kapunk egy 0sszefiiggést, hogy szamitsuk ki a teriiletet két oldalbol és a kozre zart szogbol
siny =2 — va=bhsiny
S = ab.siny — ac.sinf3 — bc.sina
2 2 2

Héron-képlet — teriiletszamitas a haromszog harom oldalabol
g = at+b+c _ o

2 2
S= \/s(s — a)(s\— b)(s — ¢)

0p
B
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A beirt kor kozéppontja a szogfelez6k metszéspontja — ezek harom kisebb hdromszdgre osztjak haromszdgiinket:
jeloljik ezek teriiletét Si, S €s Sz-mal. Terliletiik kiszamitasahoz felhasznaljuk, hogy oldalaik az eredeti nagy
haromszog oldalai, és a hozzajuk tartoz6 magassag pedig a beirt kor sugara. A haromszdg teriilete ezen harom
tertilet Osszege.
. b. :
S1=2% S =7 Ss ==
Osszeadva ¢€s p-t kiemelve egy jabb Osszefiiggést kapunk a haromszog teriiletének kiszamitdsara a beirt kor
sugaranak ismeretében
S = @ = % — ps
atrendezve a beirt kor sugaranak kiszamitdsara szolgal



28 _2S_S

p= a+b+c o s
a koriilirt kor sugarabdl is szamithato a teriilet
_ abc

4r

atrendezve a koriilirt kor sugarat szdmithatjuk vele
abc
r==—
4S

2. egyenld oldalu (szabalyos) haromszog

0=3a
S=== ?.az = g.vz = ?.rz = 3v/3.p?
a magassag, a sulyvonal, a bels6 szog szogfelezéje és az oldalfelez6 merdleges egybe esik és egybevagd = a

magassagpont, a sulypont, a beirt és a koriil irt kor kézéppontja egyazon pont

v:t:ozga

a beirt kor sugara a sulyvonal hosszanak harmada, mig a koriilirt koré a kétharmada

p:?a r:‘/3—§a

3. derékszogli haromszog
_ab_cv_a’tgB _c*sin2B _ o .
5_2_2_ o= =ra.sin 28
csak egy valddi magassaga van — a masik két magassag egybeesik a befogokkal (az egyik befogd magassaga a
masik befogd és forditva)

ab
V=—
C
_ ab _c
p a+b+c

példa:

Szamitsuk ki annak az egyenld szarti haromszognek az S teriiletét, beirt korének p sugarat, illetve koriilirt
korének r sugarat, melynek alapja 24, szarai pedig 15.

[




a magassag felezi az alapot = Pitagorasz tételét alkalmazva

2
vi=a?— (=) =152-122=225-144=81
2

vz=9
_2ZVgy 249 _ 108
2 2 :
o. 2. 2.108 216
= —p — p == = — = 4
Zb ob 24+2.15 54
a.b.c a.b.c 24.15.15 5400
S=—"+ > r="1-= =2""=125
4r 4S 4.108 432

Hatarozzuk meg a szabalyos haromszdg a oldalat, ha ismerjik tertiletét: S = 850.

_V3. 2 _4S _ 4.850 _
S—4a — A== \/5—1962,991
a = 44,306

Szamitsuk ki az ABC haromszog S teriiletét, Va, Vb, Vc magassagainak hosszat, tovabba a, B, y bels6 szdgeit, ha
ismertek oldalai: a =12, b = 15, ¢ = 17.

el6szor a teriiletét szamoljuk ki Heron-képlettel; majd az alapképletekbdl kifejezve a magassagokkal
folytatjuk
_ atb+c _ 12+15+17

s= =22
2 2

S=s(s —a)(s —b)(s — ¢) =22.10.7.5 = V7 700 = 87,750

_avy _ 2S5 _ 287,750 _
S= : a=—=—12 = 14,625
Vb = 2S _ 287,750 _ 11,700
% 287750
Ve == = 222722 =10,323
uj osszefliggésiinkkel, melyben a teriilet két oldalbol és a kdzrezart szogbdl szamithatd, a szogeket
szamitjuk
S=2 o siny=2 =227 -09750 — y=sin? 0,975 0 = 77°10
sinp=2 =227 - 08603 — B =sin" 0,860 3 = 59°21'

a.c 12.17

a =180°— (B +vy) =180° - 136°31' = 43°29'
Szamitsuk ki az ABC haromszog 0 keriiletét, ha teriilete S = 370, oldalaira pedig érvényesa:b:c=5:9:10.

Uj ismeretlent vezetiink be (Szubsztitiicid) ugy, hogy az arany megfeleld legyen

a =5x

b = 9x

c=10x

g = a+12)+c _ 5X+9)2(+1OX = 12x

S= \/s(s —a)(s —b)(s — c) = V12x.7x.3x. 2x = V504x* = 22 450x?

22,450%2 = 370
x? = 16,481
X =4,060

0 =24x =24.4,060 = 97,433
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