Képletek — kéttagu kifejezések hatvanya
(Vzorce — mocniny dvojclenov)

T. Kéttagu kifejezések természetes kivevojii hatvanyai (6sszeg és kiilonbség) és természetes kivevdjii hatvanyok
Osszege ¢€s kiilonbsége:

(a+b)?=a?+ 2ab + b? (a—b)?*=a?—2ab + b?
(a+ b)® =a®+ 3a’b + 3ab® + b® (a—b)®=a%—3a%b + 3ab? - b®
(a+ b)*=a* + 4a% + 6a%b? + 4ab® + b* (a—b)* = a* — 4ab + 6a°h? — 4ab® + b*

(a+ b)° =a° + 5a%b + 10a%b? + 10a%b® + 5ab* + b°>  (a—b)° = a® — 5a*b + 10a%b? — 10a%b® + 5ab* — b°
a’—b?>=(a—Db)(a+b)

a®—b%=(a—b)(@®+ab+b? a®+Db%=(a+Db)@—ab+b?
a*—b*=(a—Db)(a + a%b + ab? + b%) = (a + b)(a — b)(a® + b?)
a°—b° = (a—b)(a* + a’b + a’b? + ab®> + b* a> +b®=(a+b)(a*—a’o + a?b? —ab® + b%)

Tobbtagtagu kifejezés szorzatta alakitdsa
Az elozoekben zarojeleket tiintettiink el (egytagu kifejezés szorzasa tobbtaggal, tobbtagl kifejezések szorzata,
kéttag kifejezés hatvanya). Néha el kell tavolitanunk a zarojeleket, hogy Osszevonds utan egy egyszerlibb
kifejezést kapjunk. Viszont vannak olyan helyzetek, mikor pontosan az ellentettjét kell csindlnunk — egy tobbtagi
kifejezést szorzatta alakitani.
Ha tortkifejezéseket szeretnénk dsszevonni, tortet egyszeriisiteni, egy magasabb fokszamu egyenletet megoldani
(ez altalanosan nem érvényes); sziikségilink van a tobbtag szorzatta alakitasara. Két modon torténhet — ami
tulajdonképpen harom lehetdség:

- akifejezés nem bonthatd szorzattd (ezen tobbtagu kifejezéseket irreducibilis polindmoknak

nevezziik — legfeljebb szamot lehet beldliik kiemelni)
- zargjel elé torténd kiemeléssel
- képlet segitségével

Ahhoz, hogy az ember egy bonyolultabb tobbtagi kifejezésben (tagjai tobb kiillonbozé ismeretlen hatvanyait
tartalmazzak) meglassa a fent felsorolt képletek valamelyikét, oridsi tapasztalattal kell birnia — rengeteg
megoldott példa altal. Benniinket ezért inkabb azon példak érdekelnek, melyeket kiemeléssel (akar tobbszoros
kiemeléssel) lehet szorzattd alakitani.

Ha egy tobbtagbol ,,valamit™ ki lehet emelni, ez tulajdonképpen a benne szerepld tagok kdzds osztdja — és mi
koziiliik is a legnagyobbat keressiik. A legnagyobb kozos osztd keresésénél altalanos iskolai ismereteinkbdl
indulunk ki. Konkrétan a szamelméletbdl: a legnagyobb kdzos osztdé (LKO v LnKO — GCD: ,,greatest common
divisor®) fogalmabol.

Ha az LKO-t keressiik klasszikus modszerrel, akkor felsoroljuk a két szam 0sSzes osztojat, és megkeressiik
kozottiik a legnagyobbat a kozos 0sztokbol. Létezik mas modszer is (pl. euklideszi algoritmus), de ha szamainkat
primtényezOk szorzatara bontjuk (primfaktorizacio), akkor az LKO-t a primtényezék kisebb hatvanyainak
szorzatai adjdk — amennyiben a szam felbontasaban valamely primszdm nem szerepel, akkor ennek nulladik
hatvanya keriil a k6z0s osztoba [hidnyozni fog a szorzatbol]. Tobb szdm LKO-janak keresésénél mindig a primek
legkisebb eldforduld hatvanya kertil a szorzatba (beleértve a nulladik hatvanyt — vagyis a hianyat)

(4 200, 15 876) = ?
4200 =285
15 876 = 2.34.72
(4 200, 15 876) = 22.3.5°.7 = 84

Ezzel a modszerrel taldljuk meg a tagok legnagyobb kozds osztdjat is — ugy az egyiitthatokét, mint az
ismeretlenekét is. A LKO a tagokban eléforduld 6sszes tényezd legkisebb hatvanyainak szorzataként all eld.

(180x3yz’, 1 350y*z3, 120x*y?z°) = ?
180x%yz” = 22.32 B xH”
1350y = B.33.52.y"23
120x%y?z% = 23.3.5.x%y?z°
(180x3yz’, 1 350y*z3, 120x*y?z°) = 2.3.5.y.7® = 30yz®



Ha mar megtalaltuk a tagok legnagyobb ko6zos osztojat, kiemelhetjiik a zarojel elé. Ekkor a zardjelbe az egyes
tagoknak a kiemelt taggal valo hanyadosai keriilnek.

180x%yz’ + 1 350y*7 - 120x*y?7° = 30yZ°
= 30yz3(6x3z* + 45y° — 4x*yz?)

180x3yz’ = 1350y%z3 120x4y225)_
30yz3 30yz3 30yz3

M. Ha tobbtaglh kifejezésiinkbdl helyesen emeltiink ki, akkor zardjeliink pontosan annyi tagot tartalmaz,
amennyibdl kiemeltiik a LKO-jukat.
Az itt elkdvethetd leggyakoribb hiba, hogy mikor a tobbtagbdl pontosan az egyik tagot kiemelve, valaki
nem jegyzi fel az egyest, mint a tag hanyadosat:

X3 —3x*+X=X.(X*-3x+1) ésnem

M. Ha a tagok nem voltak Osszevonhatok a kiemelés eldtt, akkor a kiemelés utan sem vonhatok Ossze a
zardjelben.

M. Elvégezhetiink egy ellendrzést (fejben): probaljuk visszaszorozni a kapott eredményt — ha jol dolgoztunk,
visszakapjuk az eredeti tobbtagu kifejezést.

Néha azonban nem lehet egyszerre minden tagbol kiemelni. Ekkor prébalkozhatunk kiemeléssel csoportokbol —
altalaban parban, esetleg harmasaval emelhetiink ki. Ha jol emeltiink ki, akkor eléttiink all egy Gjabb kiemelés —
zardjeleink tartalma megegyezik, vagyis kiemelheto.

12x3=20x% + 6x — 10 = 4x*(SX5) + 2(@XB) = (3x — 5)(4x% + 2) = 2(3x — 5)(2x® + 1)
12x% =~ 20x? [ 6X — 10 = 6x (2 — 10[2) = (2x2 + 1)(6x —10) = 2(2x% + 1)(3x — 5)

példa:

Hatvanyozzuk:
2 2 2 2.3 5. 2.4 z
a, (x +1) b, (2x% + 1) c, (3x3y - 2x?y*)
(Xx+1)2=x?+2x1+12=x*+2x+1
(2x2+1)2=(2x?)? +2.2x2.1+ 12 =4x* + 4x2 + 1
2.3 5 2.4\ = (2.3,)° 23,524 5 2.4\ _4.6.,2_10 55 25 4.8
Gy =3xy*) = (3xy) - 2.2y 2xy" + (5xy*) = Gxfy? = Dx%yS + Dy
Hatvéanyozzuk:
a, (x—3)° b, (2x + y3)* c (lx2 3_ 243 3)3
y ) 1 2 y 3 y
(x—3)°=x>-3x23+3.x32 -3 =x3—-9x?+ 27x - 27
(2x + Y3 = (2x)* + 4.(2x)%.y3 + 6.(2x)2(Y3)? + 4.2x.(y3)® + (Y?)* = 16x* + 32x3y3 + 24x%y0 + 8xy° + y1?
123_3333_1233_ 1232333 1233332_3333_
(zlxy 31xy) _z(zxy)8 3.(2xy) 3XY +3.2xy.(gxy) (3xy) a
- §X6y9 _ Ex7y9 n 5Xsyg _ Ex9y9
Szorozzuk 6ssze képlet alapjan:
2 2 Tov2 1 23u4) (L2 — 243y
a, (X + 5)(X — 5) b, (5x2 — y)(5x% + y*) c, (3xy +3xy)(3xy 3xy)
(X +5)(x—5) =x>-52=x2—-25
(5% —y)(5x* + y*) = (5x%)? - (y*)? = 25x* — y°
12 4 34 (1ooz _4.3,4) = (Leo2) 4 3 4\ _1 2.4 _16 68
(52 +5y*) G = 5%*) = (57) = (59*) =5xy* = 5y
Alakitsuk szorzatta:

a, kx + ky b, X2 — Xy ¢, 8a°h® — 28a%b® + 20a*b*
d, xc + xd —yd —yc e, ab + ac — bc — a2 f,4x° + 4x4 - 3x3 - 3x? - 2x - 2



g, X — 4x3 + 4x2 h, 25a%h* — 49a%b® i, X2 —y? + 12yz — 3622
kx + ky = k(X +y)
X% —xy = X(X —Y)
8a%b° — 28ab® + 20a*h* = 4a%b3(2ab? — 7 + 5ah)
xc+xd—-yd—yc=x(c+d)-y(d+c)=(c+d)(x-Y)
ab+ac—bc—a’=a(b—a)—c(-a+b)=(b—a)a—c)
A0 +4x* - 33— 32— 2x — 2 =4xH(x + 1) = 3x3(x + 1) — 2(x + 1) = (x + 1)(4x* - 3x>-2)
Xt —Ax3 + 4x2 = (X2 — 2x)? vagy =x*(X2—4x+4)=x3(x—2)?
25a%b* — 49a°b® = (5a%0? + 7ab*)(5a%b? — 7ab%)

X% —y? + 12yz7 — 362% = x? — (y? — 12yz + 362%) = x? — (Y — 62)> = (X + (Y — 62))(X — (y — 62)) =
=(x+y-62)(x—y+62)

Hatvanyozzuk:
a, (a+b)? b, (a— b)? c, (X +y)? d, (a+3)?
e, (b —2)? f, (3a—Db)? g, (3y + x)? h, (3x — 2y)?
i, (5a + 3b)? j, (% +1)? k, (3 +1)° [, (X2 + y?)?
1 2 1 2 X y 2
m, (a° — b®)? n, (X+;) 0, (y—;) p, (5—5)
5.3,2 43 2 2 314 1 5. 4 31,3 1 31 3)?
q,(gxy +Exy) r, (gab —253 b) S, (gab —lzab)
Szorozzuk 6ssze képlet alapjan:
a, (a+2)(a-2) b, (x - 1)(x + 1) ¢, (2x+y)(2x -y)
d, (2b — 3a)(2b + 3a) e, Gx+3y)Gx—3y) £ (%a?+2p?) (a2 - 2p?)
! "\2 3y 2 3y "\3 4 3 4
Alakitsuk szorzatta:
a, x*+x3+x+1; b, (x +y)* - (x - y)*;
C,XHX =222+ x+1; d, x3—lx2y+ixy2—iy3.
3 27 729

Alakitsuk szorzatta:

a, 4(x + 5)(X + 6)(x + 10)(x + 12) — 3x?;
b, 8x3 — 36x2 + 54x — 27; c, X* + 10x3 + 35x2 + 50x.
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